1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

Определения

Под множеством обычно понимается совокупность, или набор каких-то объектов, имеющих что-то общее, и при этом каждый из них чем-то отличается от другого. Например, множество людей, присутствующих на каком-то мероприятии, множество домов некоторого района города и т.п. Понятие множества является одним из основных понятий математики. Таким же является понятие элемента множества. Это исходные понятия, и поэтому точного определения для них нет. Принадлежность элемента а множеству М обозначается как а ( М. Если же некоторый элемент а не принадлежит множеству М, то это обозначается как а ( М или а(( М.

Любое множество может быть элементом другого множества, которое также может быть элементом некоторого множества, и т.д. (множество множеств, множество множеств множеств и т.д.). Иногда для большего благозвучия вместо словосочетания «множество множеств» употребляют «совокупность множеств» или «семейство множеств». 

Множество А называется подмножеством множества В, если всякий элемент из А принадлежит множеству В. Этот факт обозначается А ( В (( ( знак включения). При этом говорят, что множество В содержит, или покрывает множество А. Множества А и В равны (А = В), если их элементы совпадают, т.е. А ( В и В ( А. Пустое множество (обозначаемое (), т.е. множество, не имеющее ни одного элемента, является подмножеством любого множества, т.е. ( ( М для любого М. Пустое множество, а также само М являются несобственными подмножествами множества М.

Если А ( В и А ( В для некоторого непустого множества А, то А является собственным подмножеством множества В, и это обозначается как А ( В (( ( знак строгого включения).

Не следует путать знаки ( и (, когда рассматриваются множества множеств. Например, зрительный зал можно рассматривать как множество рядов М, каждый из которых, Мi, представляется как множество кресел. Тогда Мi ( М и для отдельного кресла тj можно записать тj ( Мi. Тот же зрительный зал можно представить как множество М( всех находящихся в нем кресел. Тогда для того же Мi имеет место Мi ( М(.

Множество всех подмножеств некоторого множества М называется булеаном. Булеан обозначается символом 2М. Среди его элементов находятся само множество М, а также пустое множество (.

Множества бывают конечными (содержащими конечное число элементов) и бесконечными. Параметром, характеризующим размер множества, является мощность множества. Для конечного множества М мощностью является число элементов, которое обозначается символом |М|. Мощность бесконечного множества – более сложное понятие. Оно выражается через соответствие.

Мощность булеана множества М равна 2(М(. Действительно, 2( ( {(}, т.е. число элементов булеана пустого множества есть 20 ( 1. Добавление к М одного нового элемента каждый раз увеличивает мощность его булеана вдвое (прежние элементы булеана при этом сохраняются, а новые получаются из прежних добавлением к ним данного нового элемента).

Если множества А и В равномощны, т.е. |А| = |В|, то между ними можно установить взаимно однозначное соответствие. Каждому элементу из А ставится в соответствие элемент из В и наоборот. Для бесконечных множеств отношение равномощности устанавливается путем нахождения взаимно однозначного соответствия между их элементами.

Примерами бесконечных множеств служат: N ( {1, 2, … } – множество натуральных чисел, Z ( { … – 2, – 1, 0, 1, 2, … } – множество целых чисел, R – множество действительных чисел (рациональные и иррациональные числа).

Множества, равномощные с множеством N, называются счетными. Для того, чтобы выяснить, является ли некоторое множество М счетным, надо найти способ установить взаимно однозначное соответствие между М и N, т.е. пронумеровать элементы множества М.

Любое бесконечное подмножество N множества N счетно. Действительно, пусть N ( N. Выберем в N наименьший элемент и обозначим его п1. Удалим из N элемент п1 и из оставшихся элементов выберем снова наименьший, который обозначим п2, и т.д. Таким образом, можно себе представить, что все элементы бесконечного множества N окажутся пронумерованными.

Множество P положительных рациональных чисел счетно. Любое рациональное число можно представить в виде правильной или неправильной дроби 
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, где а и b – натуральные числа. Образуем внутри множества P классы Р1 = {
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}, … . Здесь в i-ом классе (i ( 1, 2, …) собраны все 
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, для которых a + b = i + 1. Выстроим последовательность из дробей, принадлежащих классам Pi, сохраняя порядок нумерации этих классов. Дроби, принадлежащие одному и тому же классу, упорядочиваются по возрастанию числителя а. В полученной последовательности любая дробь 
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 снабжается номером 1 + 2 + … + (i – 1) + a. Следовательно, множество P счетно.

Примером несчетного множества является множество всех действительных чисел отрезка [0, 1]. Такое множество имеет название континуум. Булеан бесконечного счетного множества также не является счетным множеством.

Способы задания множеств

Перечисление элементов. Это простейший способ задания конечного множества. Например, если множество А состоит из элементов а1, а2, … , ап, то можно записать А ( {а1, а2, … , ап}.

Указание свойств элементов. При таком способе задается одно или несколько свойств, по которым определяется принадлежность элементов к данному множеству. Если Р(х) означает, что х обладает свойством Р, то А ( {х / Р(х)} есть множество всех тех и только тех элементов, которые обладают свойством Р. Например, М ( {х / х ( 2k, k ( N} – множество всех чисел, каждое из которых представляет собой число 2 в натуральной степени.

Индуктивный способ. Задается некоторая порождающая процедура, которая определяет способ получения элементов множества из уже полученных элементов. Например, для бесконечного множества М ( {1, 2, 4, 8, 16, …} такой определяющей процедурой является следующая: 1) 1 ( М; 2) если т ( М, то 2т ( М.

Алгебраический способ. При этом способе дается формула, по которой можно получить множество из других множеств с помощью алгебраических операций над ними.

Визуальное представление множеств. Множества изображаются на плоскости в виде фигур, называемых диаграммами Эйлера-Венна. Этот способ используется обычно для наглядной демонстрации операций над множествами или отношений между множествами. Пример использования данного способа будет приведен при описании операций над множествами.

Булевы векторы. При рассмотрении конечных множеств вводится универсальное множество (универсум), обозначаемое обычно U, и всякое множество, подлежащее рассмотрению, считается подмножеством U. Тогда любое множество М представляется вектором, число компонент которого |U| и компоненты соответствуют элементам множества U. Компонента вектора равна 1, если соответствующий элемент принадлежит множеству М, и 0 – в противном случае. Пусть U ( {a, b, c, d, e} и М ( {a, b, d}. Тогда М представится вектором 11010. Векторы 00000 и 11111 представят соответственно пустое множество ( и универсальное множество U.

Операции над множествами

Как было сказано выше, множество можно представить в виде результата операций над другими множествами.

Объединение множеств А и В представляет собой множество, содержащее те и только те элементы, которые принадлежат А или В:

А ( В ( {x ( x ( A или x ( В}.

Пересечением множеств А и В является множество, содержащее те и только те элементы, каждый из которых принадлежит и А и В:

А ( В ( {x ( x ( A и x ( В}.

Разность множеств А и В состоит из элементов множества А, которые не принадлежат множеству В:

А \ В ( {x ( x ( A и x ( В}.

Сумма множеств А и В (ее называют еще симметрической разностью множеств А и В) содержит все элементы из А, не принадлежащие В, и все элементы из В, не принадлежащие А:

А + В ( {x ( (x ( A и x ( В) или (x ( В и x ( А)}.

Дополнение множества А состоит из элементов универсального множества U, не принадлежащих А:

(А ( {x ( x ( U и x ( А}.

На рис.1.1 затемненными областями на диаграммах Эйлера-Венна показаны результаты перечисленных операций.
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Рис.1.1. Операции над множествами

Таким образом, формула, в которой присутствуют символы операций над множествами, есть способ задания множества. Две формулы равносильны, если они представляют одно и то же множество. Некоторые операции можно выразить через другие. Так, например, имеем

А + В ( (А ((В) ( ((А ( В) ( (А ( В) \ (А ( В);

(А ( U \ А;

A \ B ( A ((B.

Три из перечисленных операций, дополнение, пересечение и объединение, составляют булеву алгебру множеств. Перечислим основные законы этой алгебры, используя общепринятое правило, что если в формуле отсутствуют скобки, устанавливающие порядок выполнения операций, то сначала выполняется дополнение, потом пересечение и затем объединение. Для повышения компактности формулы знак пересечения множеств, подобно знаку арифметического умножения, будем опускать.

Коммутативность:

А ( В ( В ( А;





А В ( В А.

Ассоциативность:

А ( (В ( С) ( (А ( В) ( С;

А (В С) ( (А В) С.

Дистрибутивность:

А (В ( С) ( А В ( А С;


А ( В С ( (А ( В) (А ( С).

Идемпотентность:

А ( А ( А;






А А ( А.

Законы де Моргана:
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Законы операций с константами (пустым и универсальным множествами):

А ( ( ( А;






А U ( А;

А ( ( (;
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А ((А ( U;
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Закон двойного дополнения:
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Заметим, что для каждой пары формул, представляющих тот или иной закон, справедливо следующее: одна из формул получается из другой взаимной заменой всех операций пересечения на операции объединения и всех символов ( на символы U. При этом должен быть сохранен порядок действий. Этот факт известен под названием принципа двойственности.

Заметим также, что для операции пересечения пустое множество имеет свойство нуля, т.е. эта константа ведет себя как нуль при арифметическом умножении: результатом этой операции с нулем всегда является нуль. Универсальное множество имеет свойство единицы, т.е. ведет себя как единица при арифметическом умножении. Для операции объединения универсальное множество имеет свойство нуля, а пустое множество – свойство единицы.

Любое равенство из булевой алгебры множеств можно вывести путем равносильных преобразований, используя формулы из приведенного списка.

Например, закон поглощения А ( А В ( А, которого нет в приведенном списке, выводится следующим образом:

А ( А В ( А U ( А В ( А (U ( В) ( А.

Используя принцип двойственности, получим:

А (А ( В) ( А.

Список формул, приведенный выше, является достаточным, но для вывода любого равенства из данной алгебры можно воспользоваться меньшим списком, т.е. некоторые формулы этого списка можно вывести из других. Например, формулу

А ( В С ( (А ( В) (А ( С)

(дистрибутивность объединения относительно пересечения) можно получить следующим образом. Ее правую часть, используя дистрибутивность пересечения, представим как

(А ( В) (А ( С) ( (А ( В) А ( (А ( В) С.

Раскрыв скобки (по закону ассоциативности), получим

(А ( В) А ( (А ( В) С ( А А ( В А ( А С ( В С.

Применим закон идемпотентности и используем константу U (А А ( А ( А U), в результате чего после применения закона коммутативности пересечения правая часть примет вид А U ( А В ( А С ( В С. После вынесения за скобки А получим А (U ( В ( С) ( В С, что равно левой части исходного выражения согласно свойству константы U.

Выведем теперь закон простого склеивания А В ((А В ( В:

А В ((А В ( В (А ((А) ( В U ( В.

Формулу А В ((А С ( А В ((А С ( В С (обобщенное склеивание) выведем следующим образом:

А В ((А С ( В С ( А В ((А С ( В С (А ((А) ( А В (U (С) ((А С (U (В) =

( А В ((А С.

Используя только что выведенную формулу и закон поглощения, докажем, что А ((А В ( А ( В:

А ((А В ( А U ((А В ( А U ((А В ( U В = А ((А В ( В ( А ( В.

2. ОТНОШЕНИЯ БИНАРНЫЕ И N-АРНЫЕ

Декартово произведение

Декартовым или прямым произведением двух множеств А и В (обозначается А ( В) называется множество всех таких упорядоченных пар (a, b), что a ( A и b ( В. Пусть, например, А = {a, b, c} и B = {l, m}. Тогда А ( В = {(a, l), (b, l), (c, l), (a, m), (b, m), (c, m)}. Это понятие распространяется на случай с более чем одним сомножителем. Декартово произведение множеств А1, А2, … , Ап (обозначается А1 ( А2 ( … ( Ап) есть множество всех векторов (а1, а2, … , ап) размерности п таких, что a1 ( A1, a2 ( А2, … , aп ( Ап.

Декартово произведение п одинаковых сомножителей А ( А ( … ( А обозначается символом Ап и называется п-ой степенью множества А. При этом А1 = А. Примером декартова произведения является R ( R = R2 – множество точек на плоскости. Здесь элементы х ( R и у ( R служат координатами некоторой точки на плоскости. Другим примером является множество R3 точек в трехмерном евклидовом пространстве. Обобщением этих понятий является п-мерное пространство.

Любое подмножество R ( А1 ( А2 ( … ( Ап декартова произведения п множеств называется п-арным отношением. При п = 1, 2, 3 имеем унарное, бинарное, тернарное отношения соответственно. Унарное отношение на множестве А представляет собой подмножество множества А.

Бинарные отношения (соответствия)

Бинарным отношением, или соответствием между элементами множеств А и В называется любое подмножество R ( А ( В декартова произведения этих множеств. Тот факт, что некоторые a ( A и b ( В находятся в отношении R, иногда выражают как a R b. В качестве примера бинарного отношения рассмотрим отношение R между элементами множеств А = {1, 2, 3} и B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, которое можно выразить словами так: элемент х ( A есть делитель элемента у ( В. Тогда имеем R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6)}.

Бинарное отношение удобно представлять в виде двоичной (булевой) матрицы. Если i-й элемент множества А соответствует j-му элементу множества В, то элемент матрицы, расположенный на пересечении i-ой строки и j-го столбца, имеет значение 1, в противном случае он имеет значение 0. Например, рассмотренное выше отношение R будет представлено следующей матрицей:

1
2
3
4
5
6

1
1
1
1
1
1
  1

0
1
0
1
0
1
  2

0
0
1
0
0
1
  3

Проекция элемента (a, b) множества А ( В на множество А есть элемент а. Аналогично, элемент b является проекцией элемента (a, b) множества А ( В на множество В. Проекцией множества Е ( А ( В на А называется множество всех тех элементов из А, которые являются проекциями элементов из Е на множество А. Для множеств А и В, рассмотренных выше, проекцией элемента (2, 4) на множество А является элемент 2, а проекцией множества {(1, 2), (2, 2), (2, 4)} – множество {1, 2}.

Сечением множества Е ( А ( В по а, обозначаемое Е(а), называется множество всех тех элементов у ( В, для которых (a, у)( Е. Сечением Е(Х) множества Е по Х ( А является объединение сечений для всех элементов из Х. Пусть R = {(1, 1), (1, 3) (1, 5), (1, 6), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (3, 6)}. Тогда Е(2) = {2, 4}, а если Х = {2, 3}, то Е(Х) = {2, 3, 4, 6}.

Бинарное отношение можно задавать с помощью сечений. Например, отношение, представленное матрицей
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можно задать следующим образом: R(a1) = {b1, b3}, R(a2) = {b1, b3, b4}, R(a3) = {b1, b4}, R(a4) = (, R(a5) = {b4}. Множество сечений для всех a ( A называется фактор-множеством. Областью определения отношения R ( А ( В является проекция множества R на А. Для рассматриваемого выше отношения такой областью является {а1, а2, а3, а5}. Областью значений отношения R ( А ( В является сечение множества R по А. Областью значений рассматриваемого отношения R является {b1, b3, b4}.

Образом множества Х ( А относительно R называется множество {b / b ( В, х ( Х, (х, b) ( R}. Прообразом множества Y ( В относительно R называется множество {a / a ( A, y ( Y, (y, a) ( R}. В нашем последнем примере образом множества {а1, а3} относительно R является {b1, b3, b4}, а прообразом множества {b3, b4} – {а1, а2, а3, а5}.

Обратным отношением R – 1 для некоторого отношения R ( А ( В является множество, образованное теми парами (b, а) ( В ( А, для которых (а, b) ( R. Матрица, представляющая отношение R – 1, получается транспонированием (заменой строк одноименными столбцами) матрицы, представляющей отношение R.

Операции над бинарными отношениями

Поскольку всякое отношение есть некоторое множество пар, над отношениями применимы все стандартные операции над множествами, т.е. объединение, пересечение, дополнение. Универсальным множеством для операции дополнения при этом является А ( В.

Рассмотрим операцию композиции отношений. Заданы множества А, В, С и отношения R ( А ( В и S ( В ( С. Композиция отношений S и R – это такое отношение SR между элементами множеств А и С, что для всех а ( А сечение множества SR по а совпадает с сечением множества S по подмножеству R(a) ( B. Это записывается в виде (SR)(a) ( S(R(a)). Пусть отношения R и S заданы соответственно следующими матрицами:

b1
b2
b3
b4




с1
с2
с3
1
0
1
0
  a1


0
1
0
  b1

 R =  1
0
1
1
  a2 ,
S =
1
1
0
  b2

1
0
0
1
  a3


0
0
1
  b3

0
0
0
0
  a4


0
0
1
  b4

0
0
0
1
  a5
Тогда композиция SR этих отношений представится матрицей
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Функциональные отношения

Отношение R ( А ( В называется функциональным, если для каждого а ( А сечение множества R по а содержит не более одного элемента. В функциональном отношении не существует пар с одинаковым левым элементом и различными правыми элементами, т.е. если (а, b) ( R и R – функциональное отношение, то в R не может быть пары вида (а, с), где b ( c. 

Если отношение R – 1, обратное для функционального отношения R, также является функциональным, то отношение R называется взаимно однозначным.

Матрица, представляющая функциональное отношение, в каждой строке имеет не более одной единицы. Примером может служить следующая матрица:
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Если сечение функционального отношения R по любому элементу а из множества А содержит один и только один элемент, то отношение R называется всюду определенным.

Для всякого функционального отношения R ( А ( В можно определить функцию, связанную с этим отношением. Для обозначения функции используется запись f : A ( B. Если (х, у) ( R, то это можно выразить как у = f(x), где х является аргументом, а у – значением функции f.

Множество {x / (x, y) ( R} называется областью определения функции f. Если это множество совпадает с А, то функция f является всюду определенной. Такая функция называется отображением множества А в В. В противном случае функцию называют частичной.

Множество {у / (x, y) ( R} называется областью значений функции f. Если область значений функции f совпадает с множеством В, то f называют отображением А на В, сюръективным отображением или сюръекцией. Обязательным условием существования отображения А на В является (А( ( (В(.

Если функциональное отношение R ( А ( В, определяющее функцию f, является взаимно однозначным, то функцию f называют инъективным отображением или инъекцией. В этом случае существует функция f – 1, которая является обратной к функции f. При этом если у = f(x), то х = f – 1(у), а мощность области определения функции f не должна превышать (В(.

Функция f называется биективным отображением, или биекцией, если она является как сюръективным, так и инъективным отображением. Такое отображение называется еще 1-1 соответствием. На рис.2.1 даны схемы рассмотренных видов отображения.
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Рис.2.1. Схемы функциональных отображений

Если R – взаимно однозначное отношение между элементами одного и того же множества, т.е. R ( А ( А = А2, и, кроме того, R и R – 1 всюду определены, то отображение, связанное с R, называется подстановкой.
Функция, определенная на множестве целых чисел, называется последовательностью, а каждое ее значение – членом последовательности.

Отображение f произвольного множества в множество действительных чисел называется функционалом. Примером функционала может служить определенный интеграл.

Отображение f : A ( B, где А и В – некоторые множества функций, называется оператором. Оператор преобразует одну функцию в другую.

Бинарные отношения на множестве

Пусть R ( А ( А. Определим некоторые свойства, которыми может обладать или не обладать такое отношение:

рефлексивность 


если a = b, то a R b;

иррефлексивность

если a R b, то a ( b;

симметричность


если a R b, то b R a;

антисимметричность
если a R b и b R a, то a = b;

транзитивность


если a R b и b R с, то a R с;

дихотомия




если a ( b, то либо a R b, либо b R a.

Рассмотрим           некоторые типы бинарных отношений, характеризуемые определенным тем или иным набором свойств.

Отношение эквивалентности рефлексивно, симметрично и транзитивно. Примерами отношения эквивалентности являются равносильность формул, подобие геометрических фигур, принадлежность студентов к одной группе, принадлежность населенных пунктов к одному району и т.п. Отношение эквивалентности делит множество на непересекающиеся подмножества – классы эквивалентности. С другой стороны, всякое разбиение множества М на непересекающиеся подмножества задает отношение эквивалентности на множестве М: любые два элемента, принадлежащие одному и тому классу разбиения, эквивалентны, а элементы, принадлежащие различным классам, не являются эквивалентными. Множество элементами которого являются все классы эквивалентности образует фактор-множество множества М по R (обозначается M / R). 

Отношение совместимости рефлексивно и симметрично. Примерами отношения совместимости являются близость чисел, знакомство людей и т.п.

Отношение нестрогого порядка рефлексивно, антисимметрично и транзитивно. Отношения ( (меньше или равно) и ( (больше или равно) для действительных чисел так же, как ( и ( для множеств являются отношениями нестрогого порядка.

Отношение строгого порядка иррефлексивно, антисимметрично и транзитивно. Отношениями строгого порядка являются ( (меньше) и ( (больше) для действительных чисел, а также ( и ( для множеств.

Множество М, на котором задано отношение порядка R (строгого или нестрогого), может быть полностью упорядоченным, если любые два элемента a и b из М находятся в отношении R, т.е. a R b или b R a. При этом говорят, что  a и b сравнимы. Если М содержит хотя бы одну пару элементов с и d, для которых не имеет место ни c R d, ни d R c, то множество М является частично упорядоченным, а указанные элементы с и d несравнимы. Отношение полного порядка обладает свойствами иррефлексивности, антисимметричности и дихотомии. Полный порядок называют еще линейным или совершенным.

Для множества действительных чисел R отношения ( и ( являются отношениями полного порядка. Для семейства подмножеств некоторого множества М отношение ( является отношением частичного порядка. Например, {a1, a3} ( {a1, a2, a3}, а подмножества {a1, a3} и {a1, a2, a4} несравнимы.

Порядок букв в алфавите и естественный порядок цифр являются полными порядками. На основе порядка букв строится лексикографический порядок слов, используемый в словарях и определяемый следующим образом. Обозначим это отношение символом 
[image: image18.wmf]p

. Пусть имеются слова w1 = a11a12 … a1m и w2 = a21a22 … a2n. Тогда w1
[image: image19.wmf]p

w2, если и только если либо w1 = paiq, w2 = pajr и аi
[image: image20.wmf]p

aj, где p, q и r – некоторые слова, возможно, пустые, а аi и aj – буквы, либо w2 = w1p, где р – непустое слово.

Например, учебник
[image: image21.wmf]p

ученик и мор
[image: image22.wmf]p

море. В первом случае р = уче, аi = б, аj = н, q = r = ник, и в алфавите буква «н» стоит дальше буквы «б». Потому в словаре слово «ученик» следует искать после слова «учебник». Во втором случае w1 = мор и р = е. Согласно лексикографическому порядку слово «море» должно быть помещено в словаре после слова «мор».

3. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ГРАФОВ

Абстрактный граф

Граф можно определить как совокупность двух множеств: G = (V, E), где V – непустое множество, элементы которого называются вершинами, и Е – произвольное множество пар (vi, vj) элементов из множества V, т.е. vi ( V, vj ( V, Е ( V 2. Элементы множества Е называют ребрами.

Само понятие графа подразумевает графическое представление данного объекта. Вершины изображаются точками, а ребра – линиями, соединяющими эти точки. Если ребра представляют упорядоченные пары вершин, соответствующие линии изображаются стрелками. Такие ребра называют ориентированными ребрами или, чаще, дугами. В этом случае мы имеем дело с ориентированным графом в отличие от неориентированного графа, на ребрах которого порядок вершин не задан. 

Между вершинами и ребрами неориентированного графа так же, как между вершинами и дугами ориентированного графа существует отношение инцидентности. При этом в неориентированном графе G = (V, E) вершина v ( V и ребро е ( Е инцидентны, если v является одним из концов ребра е. В ориентированном графе G = (V, А) вершина v ( V и дуга а ( А инцидентны, если а является началом, либо концом дуги а. Говорят, что дуга выходит из начала и входит в конец. Две вершины смежны, если они инцидентны одному и тому же ребру или одной и той же дуге.

Примеры изображения графов приведены на рис.3.1.
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Рис.3.1. Примеры графов: а) неориентированный граф; б) ориентированный граф

Граф может содержать петли, т.е. ребра, концы которых совпадают, или дуги, у которых начало совпадает с концом. Очевидно, ориентация петли несущественна.

Множество всех вершин графа G, смежных с вершиной v, называется окрестностью вершины v и обозначается символом N(v). Мощность множества N(v), обозначаемая d(v), называется степенью вершины v. В ориентированном графе с некоторой вершиной v подобным образом связаны два множества: полуокрестность исхода N +(v) – множество вершин, в которые входят дуги, исходящие из вершины v, и полуокрестность захода N ‑(v) – множество вершин, из которых исходят дуги, заходящие в v. Соответственно, мощность множества N +(v) называется полустепенью исхода и обозначается d +(v), а мощность множества N ‑(v) – полустепенью захода и обозначается d ‑(v). Очевидны следующие соотношения для неориентированного графа с множеством ребер Е и ориентированного графа с множеством дуг А:
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Из последней формулы следует, что в любом неориентированном графе число вершин с нечетной степенью всегда четно.

В практических приложениях граф (ориентированный или неориентированный), как правило, является конечным, т.е. его множество вершин конечно. Специальный раздел теории графов изучает также бесконечные графы, у которых множество вершин бесконечно.

Граф G = (V, E), у которого множество ребер пусто, т.е. Е ( (, называется пустым графом. Граф называется полным, если любые две его вершины смежны. Обозначим множество ребер полного графа символом U. Полный граф, число вершин которого п, обозначается символом Kn.

Дополнением графа G = (V, E) является граф(G = (V, E(), у которого E( = U \ E. Очевидно, всякий полный граф является дополнением некоторого пустого графа, и наоборот, всякий пустой граф является дополнением некоторого полного графа.

Граф называется двудольным, если множество его вершин V разбито на два непересекающихся подмножества V( и V(( , а концы любого его ребра находятся в различных подмножествах, т.е. Е ( V( ( V((. Такой граф задается как G = (V(, V((, E). Для полного двудольного графа Е = V( ( V((. Полный двудольный граф, у которого (V( ( ( p и (V(( ( ( q, обозначается символом Kp, q.

Графическое представление бинарного отношения

Наглядными примерами графов служат схемы железных дорог, помещаемые на стенах больших вокзалов, и схемы авиалиний в аэропортах. Характерным для таких схем является несоблюдение масштаба, несмотря на то, что они изображаются на фоне очертания страны или контуров материков земного шара. Тем самым подчеркивается, что здесь важна связь (бинарное отношение «есть линия») между населенными пунктами, но не расстояние.

Граф в том виде, как он определен выше, является по сути дела графическим представлением бинарного отношения. Пусть задано бинарное отношение R ( А ( В. Если А ( В, то данное отношение можно рассматривать как двудольный граф G = (А, В, R), где каждая пара (a, b)( R представляется дугой, исходящей из вершины а и заходящей в вершину b. В графическом представлении функционального отношения R = {(a, b), (c, b), (b, d), (e, d), (d, d)} между элементами множеств A = {a, b, c, d, e} и В = {b, d, e}, рассмотренного в предыдущей главе, как видно из рис.3.2, из каждой вершины выходит только одна дуга, включая петли.

    a


b

c















d










e
Рис.3.2. Представление функционального отношения

На рис.3.3 представлено отношение R между элементами множеств А и В, где A ( {a1, a2, a3}, B ( {b1, b2, b3, b4, b5}, R ( {(a1, b1), (a1, b2), (a1, b3), (a1, b5), (a2, b2), (a2, b4), (a3, b3)}. Заметим, что в данном случае ориентация дуг не является существенной.
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Рис.3.3. Графическое представление отношения между элементами множеств А и В

Операция композиции отношений, рассмотренная в предыдущей главе, проиллюстрирована на рис.3.4, где отношение R между элементами множеств А и В и отношение S между элементами множеств В и С показаны совместно (рис.3.4а). В представлении отношения SR на рис.3.4б видно, что вершина а ( А соединена с вершиной с ( С дугой тогда и только тогда, когда существует вершина b ( В, смежная в графе на рис.3.4а как с вершиной а, так и с вершиной с.
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Рис.3.4. Представление композиции отношений

Матричные представления графа

Поскольку граф можно рассматривать как графическое представление некоторого бинарного отношения, его можно задать той же булевой матрицей, что задает данное отношение и которая описана в предыдущей главе. Эта матрица называется матрицей смежности графа. Строки и столбцы матрицы смежности соответствуют вершинам графа, а элемент ее на пересечении строки vi и столбца vj имеет значение 1, если и только если в данном графе имеется дуга с началом в вершине vi и концом в вершине vj. В матрице смежности неориентированного графа этот элемент имеет значение 1 тогда и только тогда, когда вершины vi и vj смежны. Заметим, что матрица смежности неориентированного графа обладает симметрией относительно главной диагонали.

Графы, показанные на рис.3.1, имеют следующие матрицы смежности:
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Матрица инцидентности графа определяется следующим образом. Ее строки соответствуют вершинам графа, столбцы – дугам. Элемент на пересечении строки v и столбца а имеет значение 1, если вершина v является началом дуги а. Если же v является концом дуги а, то соответствующий элемент имеет значение –1. Если вершина v и дуга а не инцидентны, то элемент на пересечении строки v и столбца а имеет значение 0. Матрица инцидентности неориентированного графа имеет тот же вид, только в ней все значения –1 заменяются на 1. Обозначим ребра графа неупорядоченными парами вершин, дуги – упорядоченными парами вершин. Заметим, что при матричном представлении графа, его вершины, а также ребра или дуги оказываются упорядоченными. Любая строка матрицы смежности является векторным представлением окрестности соответствующей вершины. Любой столбец матрицы инцидентности неориентированного графа содержит ровно две единицы. Сумма значений элементов любого столбца матрицы инцидентности ориентированного графа равна нулю.

Тогда матрицы инцидентности графов, изображенных на рис.3.1 будут иметь вид:
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Части графа

Граф Н = (W, F) называется подграфом графа G = (V, E), если W ( V и F ( E. Подграф Н графа G называется его остовным подграфом, если W = V. Если F является множеством всех ребер графа G, все концы которых содержатся в множестве W, то подграф Н = (W, F) называется подграфом, порожденным множеством W.

Любая последовательность вида v1, e1, v2, e2, … , ek, vk + 1, где v1, v2, … , vk + 1 – вершины некоторого графа, а e1,  e2, … , ek – его ребра, причем ei = vivi + 1 (i = 1, 2, … , k), называется маршрутом. Маршрут может быть конечным, либо бесконечным. Одно и то же ребро может встречаться в маршруте не один раз. Число вхождений ребер в маршруте называется длиной маршрута.

Маршрут, все ребра которого различны, называется цепью. Цепь, все вершины которой различны, называется простой цепью. С понятием длины цепи связано понятие расстояния в графе. Под расстоянием между двумя вершинами понимается длина кратчайшей цепи, связывающей данные вершины.

Маршрут v1, e1, v2, e2, … , ek, v1 называется циклическим. Циклическая цепь называется циклом. Простой цикл – это циклическая простая цепь. Любую цепь и любой цикл графа можно рассматривать как его подграф.

Граф является связным, если между любыми двумя его вершинами имеется цепь. Связный подграф некоторого графа, не содержащийся ни в каком другом его связном подграфе, называется компонентой связности или просто компонентой данного графа.

В ориентированном графе маршрутом называется последовательность вида v1, а1, v2, а2, … , аk, vk + 1, где для всякой дуги аi вершина vi является началом, а vi + 1 – концом. Вершина v1 является началом маршрута, а вершина vk + 1 – его концом. Маршрут, в котором все вершины, кроме, возможно, начальной и конечной, различны, называется путем. Путь вида v1, а1, v2, а2, … , аk, v1 называется контуром.

Вершина vj в ориентированном графе является достижимой из вершины vj,  если в этом графе имеется путь с началом в vi и концом в vj. Ориентированный граф является сильно связным, если любая его вершина достижима из любой вершины.

Ориентированный граф называется транзитивным, если из существования дуг vivj и vjvk следует существование дуги vivk. Транзитивным замыканием ориентированного графа G = (V, А) называется граф G* = (V, А*), где А* получено из А добавлением минимально возможного количества дуг, необходимого для того, чтобы граф G* был транзитивным.

Обобщения графов

Существуют различные обобщения понятия графа. Одним из таких обобщений является мультиграф. Это граф, в котором любые две вершины могут быть связаны любым количеством ребер, т.е. мультиграф допускает кратные ребра.

В некоторых задачах используются графы, на элементах которых заданы функции, принимающие значения из множеств действительных, целых или натуральных чисел. Эти значения называются весами. Тогда речь идет о взвешенных графах, о графах со взвешенными вершинами, со взвешенными ребрами или со взвешенными дугами. Графы со взвешенными ребрами используются в транспортных задачах и в задачах о потоках в сетях. Мультиграф можно рассматривать как граф, ребра которого взвешены натуральными числами, представляющими кратности ребер.

Иногда рассматриваются смешанные графы, у которых наряду с элементами ориентированного графа, дугами, имеются ребра – элементы неориентированного графа. Ребром может быть заменена пара противоположно направленных дуг в ориентированном графе, соединяющих одни и те же вершины. Смешанные графы используются при решении задач, связанных с установлением схемы выполнения операций в технологическом процессе.

Еще одним обобщением понятия графа является гиперграф, который также представляет собой два множества – множество вершин и множество ребер, однако если ребром графа является пара вершин, то ребром гиперграфа может быть любое непустое подмножество множества вершин.

Гиперграф может служить моделью принципиальной электрической схемы. При этом выводы элементов данной схемы соответствуют вершинам гиперграфа, а электрические цепи – ребрам. Электрическая цепь здесь рассматривается как множество выводов, соединенных между собой одним проводником. Многие понятия, связанные с графами, распространяются на случай гиперграфа, однако графически изобразить гиперграф гораздо труднее, чем граф. Вместе с тем, от гиперграфа можно перейти к двудольному графу, долями которого являются множество вершин и множество ребер гиперграфа, а ребра показывают принадлежность вершин гиперграфа его ребрам.

4. ИЗОМОРФИЗМ ГРАФОВ 

Отношение изоморфизма

Два графа G = (V, Е) и H = (W, F) изоморфны, если между их множествами вершин имеется взаимно однозначное соответствие, сохраняющее смежность. То есть имеют место ( : V ( W, ( : E ( F, и если ((vi) ( wk и ((vj) ( wl, то ((vivj) ( wkwl. Графы, изображенные на рис.4.1, являются изоморфными, причем ((v1) ( w1, ((v2) ( w3, ((v3) ( w6, ((v4) ( w4, ((v5) ( w5, ((v6) ( w2. Соответствие ( определяется однозначно по ( : ((v1v4) ( w1w4, ((v1v5) ( w1w5, ((v1v6) ( w1w2, ((v2v4) ( w3w4, ((v2v5) ( w3w5, ((v2v6) ( w2w3, ((v3v4) ( w4w6, ((v3v5) ( w5w6, ((v3v6) ( w2w6.
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Рис.4.1. Изоморфные графы

Задача установления изоморфизма формулируется следующим образом. Заданы два графа G = (V, Е) и H = (W, F). Требуется установить, изоморфны они или нет, и если они изоморфны, то определить соответствие ( между вершинами (как было указано выше, соответствие ( определяется однозначно по (). Данная задача может иметь приложение при контроле больших интегральных схем.

Очевидно, необходимым условием изоморфизма двух графов является равенство чисел их вершин и равенство чисел ребер, т.е. графы не могут быть изоморфными, если хотя бы одно из этих равенств не выполняется. Тривиальным способом установления изоморфизма графов является перенумерация вершин одного из графов. Пусть оба графа представлены матрицами смежности – это означает, что вершины графов пронумерованы в порядке следования строк и столбцов матриц. Изменение нумерации вершин графа выражается в перестановке строк и столбцов его матрицы смежности. Если зафиксировать матрицу смежности одного графа, а в другой последовательно менять порядок строк и, соответственно, столбцов, то в случае изоморфизма на каком-то шаге матрицы совпадут. Если этого не произойдет, то графы неизоморфны, но чтобы убедиться в этом, надо выполнить п! перестановок, где п – число вершин графа. Ясно, что даже при сравнительно небольшом п эта задача окажется непосильной для современной вычислительной техники.

Рассмотрим некоторые приемы сокращения перебора при выявлении изоморфизма.

Инварианты перенумерации вершин графа
Пусть некоторая величина а есть функция, заданная на некотором множестве, которая сохраняет свое значение при некотором преобразовании Т этого множества. Говорят, что величина а инвариантна относительно преобразования Т, если она не меняет свое значение при преобразовании Т. Величина а называется инвариантой относительно Т. В нашем случае таким преобразованием является перенумерация вершин.

В связи с установлением изоморфизма рассматриваются инварианты графа и инварианты вершин. Инвариантами графа являются, например, число вершин, число ребер, число компонент связности и т.п. Инвариантами вершины являются степень, полустепени, число вершин, отстоящих от данной вершины на определенном расстоянии.

Совокупность инвариант вершин служит инвариантой графа. В этом случае величиной а является множество, которое должно быть упорядоченным.

Канонизация графа заключается в упорядочении его вершин по значениям инвариант. Пусть для вершин графа имеется система инвариант (1, (2, … , (р. Считаем, что задано отношение частичного порядка 
[image: image25.wmf]p

 на множестве вершин графа, такое что vi
[image: image26.wmf]p

vj, если (k(vi) ( (k(vj) для некоторого k ( {1, 2, … , р) и (l(vi) = (l(vj) для всех l ( k.

Полная канонизация графа достигается, когда порядок 
[image: image27.wmf]p

 оказывается полным и строгим. Матрицы смежности полностью канонизированных изоморфных графов должны совпадать. Даже если невозможно полностью канонизировать анализируемые на изоморфизм графы, но удается разбить множество вершин V канонизируемого графа на подмножества S1, S2, … , Sm, характеризуемые совпадением систем инвариант входящих в них вершин, упомянутый выше перебор значительно сокращается, т.к. его следует вести только внутри данных подмножеств. Действительно, если (V( ( n и (Si( ( ni (i ( 1, 2, … , m), то п1!п2! … пт << п!

Рассмотрим один из способов канонизации графа. Разобьем множество V вершин графа G на подмножества S1, S2, … , Sm, число т которых равно числу различных степеней вершин и в каждом из которых присутствуют вершины с одинаковой степенью. Для каждой вершины vi ( V образуем вектор размерности т, компоненты которого соответствуют множествам S1, S2, … , Sm и значением j-ой компоненты является число вершин из множества Sj, смежных с vi. Очевидно, данный вектор является инвариантой вершины. Если в одном и том же Sk (k = 1, 2, … , m) оказались вершины с различными векторами, то разобьем это Sk так, чтобы в каждом из получившихся множеств оставались вершины с одинаковыми векторами, соответственно увеличив размерность векторов и придав их компонентам новые значения. При этом поддерживаем порядок вершин, соответствующий лексикографическому порядку их векторов. Данное преобразование повторяем до тех пор, пока  в любом из S1, S2, … , Sm не останутся только вершины с одинаковыми векторами.

Проиллюстрируем описанный процесс канонизации на примере графа, изображенного на рис.4.2. В качестве начальной инварианты вершины возьмем ее степень, т.е. ((v) ( d(v). Результаты выполнения данного процесса по шагам выглядят следующим образом:

	
	
	(
	
	
	
	(1
	(2
	
	
	
	(1
	(2
	(3
	(4

	S1
	v2
	2
	
	S1
	v2
	0
	2
	
	S1
	v2
	0
	0
	1
	1

	
	v6
	2
	
	
	v6
	0
	2
	
	
	v6
	0
	0
	1
	1

	
	v1
	3
	
	
	v1
	1
	2
	
	S2
	v4
	0
	0
	2
	1

	S2
	v3
	3
	
	S2
	v3
	2
	1
	
	S3
	v1
	1
	1
	1
	0

	
	v4
	3
	
	
	v4
	0
	3
	
	
	v5
	1
	1
	1
	0

	
	v5
	3
	
	
	v5
	1
	2
	
	S4
	v3
	2
	1
	0
	0








v1





   v2










v4





v3








v5






v6

Рис.4.2. Канонизируемый граф

При установлении изоморфизма между двумя графами следует параллельно канонизировать оба графа. Тогда, если встретится какое-нибудь несовпадение, надо прекращать процесс и выносить решение об отсутствии изоморфизма.

5. ЦИКЛЫ И РАЗРЕЗЫ

Цикломатическое число графа

Для исследования циклов в графах необходимо ввести понятие дерева, которое является особым видом графа, часто используемым в различных приложениях. Приведем три эквивалентных определения.

1) Дерево – это связный граф, число ребер которого на единицу меньше числа вершин.

2) Дерево – это связный граф, не имеющий циклов.

3) Дерево – это граф, в котором каждая пара вершин связана одной и только одной цепью.

Граф, каждая компонента связности которого является деревом, называется лесом.

Пусть G – неориентированный граф с п вершинами, т ребрами и р компонентами связности. Если G – связный граф (р = 1), то он имеет остовный граф в виде остовного дерева. Число ребер в остовном дереве п – 1. Число ребер в остовном лесе п – р.

Определим ((G) ( m – n ( p и ((G) ( n – p. Число ((G) называется цикломатическим числом, а ((G) – коцикломатическим числом.

В теории электрических цепей моделью электрической схемы может служить мультиграф, вершины которого соответствуют узлам схемы, а ребра – электрическим цепям между узлами. Тогда ((G) представляет число независимых круговых токов, протекающих в схеме, а ((G) – число независимых разностей потенциалов между узлами.

Базис циклов

Рассмотрим остовное дерево Т некоторого связного графа G. Добавление одного ребра к Т приводит к появлению точно одного простого цикла, состоящего из добавленного ребра и ребер дерева Т, лежащих на единственной цепи, соединяющей в Т концы данного ребра. Число получаемых таким образом циклов в графе G есть m – n ( 1, что совпадает с цикломатическим числом ((G) графа G.

Каждый из этих циклов имеет ребро, не принадлежащее никакому другому из них. В этом смысле они независимы. Множество циклов, определяемых таким образом с помощью остовного дерева, называется базисом циклов графа G, а сами циклы, принадлежащие базису, – фундаментальными циклами. Любой цикл, не принадлежащий базису, может быть выражен в виде линейной комбинации фундаментальных циклов. Это означает следующее.

Всякий цикл графа G представим т-мерным булевым вектором, в котором i-я компонента имеет значение 1 или 0 в зависимости от того, принадлежит или нет i-е ребро данному циклу. Тогда любой цикл можно выразить как покомпонентную сумму по модулю 2 векторов, представляющих фундаментальные циклы (сумма по модулю 2 определяется следующим образом: 0 ( 0 ( 0, 0 ( 1 ( 1, 1 ( 0 ( 1, 1 ( 1 ( 0).

Для примера рассмотрим граф, изображенный на рис.4.3. Выделенные ребра в нем образуют остовное дерево. Оно определяет три фундаментальных цикла – это цикл, проходящий через вершины v1, v2, v3, v5, цикл, проходящий через вершины v2, v3, v5, и цикл, проходящий через вершины v3, v4, v5. Возьмем два последних цикла. Их линейная комбинация представит цикл, проходящий через вершины v2, v3, v4, v5 и не являющийся фундаментальным:

v1v2
v1v5
v2v3
v2v5
v3v4
v3v5
v4v5
0

0

1

1

0

1

0

0

0

0

0

1

1

1

___________________________

0

0

1

1

1

0

1

Заметим, что базис циклов определяется неоднозначно и зависит от выбранного остовного дерева. Заметим также, что цикл, представляющий собой линейную комбинацию фундаментальных циклов, не обязательно простой. Например, линейная комбинация всех трех фундаментальных циклов графа на рис.5.1 является циклом, который проходит два раза через вершину v5.
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Рис.5.1. Граф с выделенным остовным деревом

Базис разрезов

Разрезом графа называется множество его ребер, удаление которых увеличивает число компонент связности графа. Мы будем вести речь только о минимальных разрезах, т.е. о таких разрезах, каждый из которых перестает быть разрезом при удалении из него любого ребра, и под разрезом будем понимать именно минимальный разрез.

Разрез графа связан с его остовным деревом. Остовное дерево представляет минимальное множество ребер графа, связывающее все его вершины, а разрез – минимальное множество ребер, разделяющее вершины. Очевидно, любое остовное дерево графа должно иметь хотя бы одно общее ребро с каждым разрезом.

Пусть в связном графе G, число вершин которого п, выделено остовное дерево Т. Назовем фундаментальным разрезом каждый из п – 1 разрезов, который содержит одно и только одно ребро, принадлежащее дереву Т. Таким образом, каждое ребро е дерева Т определяет фундаментальный разрез, который составляют, кроме ребра е, все ребра графа G, не принадлежащие дереву Т, но входящие в фундаментальные циклы, содержащие е. Действительно, чтобы разделить вершины, связанные ребром е, надо удалить е и разорвать все цепи, связывающие данные вершины помимо ребра е. Каждая такая цепь вместе с ребром е образует фундаментальный цикл.

Множество фундаментальных разрезов графа G называется базисом разрезов графа G. Так же, как любой цикл представляется линейной комбинацией фундаментальных циклов, любой разрез графа G представляется линейной комбинацией его фундаментальных разрезов.

В графе на рис.5.1 множества ребер {v1v5, v2v3, v2v5} и {v1v5, v2v5, v3v5, v4v5} представляют собой фундаментальные разрезы, а разрез {v2v3, v3v5, v4v5} – их линейную комбинацию. В векторном представлении это выглядит следующим образом:
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Матрицы циклов и разрезов

Пусть G – граф с п вершинами и т ребрами, Т – остовное дерево графа G.  Матрицей фундаментальных циклов графа G называется булева матрица, состоящая из ((G) строк и т столбцов, в которой элемент i-ой строки и j-го столбца имеет значение 1, если j-е ребро принадлежит i-му циклу, и значение 0 в противном случае. То есть каждая строка матрицы циклов является векторным представлением фундаментального цикла, описанным выше. При этом удобно упорядочить ребра так, чтобы в начале получаемой последовательности находились ребра, не принадлежащие дереву Т, и в том же порядке расположить определяемые ими циклы. Матрица фундаментальных циклов графа, представленного на рис.5.1, примет тогда следующий вид:
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Здесь видно, что левая часть такой матрицы, состоящая из ((G) столбцов, представляет собой единичную матрицу.

Матрица фундаментальных разрезов определяется аналогично. Это матрица с п – 1 строками и т столбцами, где элемент i-ой строки и j-го столбца имеет значение 1, если j-е ребро принадлежит i-му разрезу, и значение 0 в противном случае. Порядок ребер при этом точно такой же, как в случае матрицы циклов, а разрезы располагаются в том же порядке, что и определяющие их ребра. Матрица фундаментальных разрезов графа на рис.5.1. имеет следующий вид:
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Как видно из данного примера, правая часть матрицы фундаментальных разрезов, состоящая из ((G) столбцов является единичной матрицей, а левая часть совпадает с транспонированной правой частью матрицы фундаментальных разрезов. Таким образом, нахождение базиса циклов и нахождение базиса разрезов являются двойственными по отношению друг к другу задачами. Любая из матриц, представляющих эти базисы, получается из другой матрицы путем транспонирования.

6. ДОМИНИРУЮЩИЕ И НЕЗАВИСИМЫЕ МНОЖЕСТВА

Доминирующие множества графа

Подмножество S множества вершин V графа G называется доминирующим множеством графа G, если выполняется условие S ( N(S) ( V, где N(S) (
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. Другими словами, множество S является доминирующим, если каждая вершина из множества V \ S смежна с некоторой вершиной из S. Если S является доминирующим множеством некоторого графа G, то всякое множество вершин S( ( S этого графа также является доминирующим. Поэтому представляет интерес задача нахождения минимальных доминирующих множеств, т.е. таких, у которых ни одно собственное подмножество не является доминирующим. Доминирующее множество, имеющее наименьшую мощность, принято называть наименьшим. Эта мощность называется числом доминирования графа G и обозначается символом ((G).

Наглядным примером задачи о наименьшем доминирующим множестве является известная задача о пяти ферзях, которая заключается в следующем. Необходимо расставить на шахматной доске наименьшее число ферзей так, чтобы каждая клетка была под ударом хотя бы одного из ферзей. Для этого достаточно найти наименьшее доминирующее множество в графе, вершины которого соответствуют клеткам шахматной доски и две вершины связаны ребром, если и только если они взаимно достижимы ходом ферзя.

Задача о наименьшем доминирующем множестве сводится к известной задаче о кратчайшем покрытии, которая подробно будет рассмотрена ниже. В данном случае ее можно поставить следующим образом. Матрицу смежности заданного графа G дополним единицами на главной диагонали. Тогда требуется найти минимальную совокупность строк полученной матрицы, такую что каждый столбец имел бы единицу по крайней мере в одной из строк найденной совокупности. Говорят, что строка матрицы покрывает столбец, если данный столбец имеет единицу в этой строке.

Рассмотрим граф G, изображенный на рис.6.1. Нетрудно видеть, что наименьшими доминирующими множествами данного графа являются {v3, v7}, {v5, v7} и {v6, v7}. Его матрица смежности, дополненная единицами на главной диагонали, имеет вид
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Каждое из соответствующих множеств строк рассматриваемой матрицы покрывает все ее столбцы.
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Рис.6.1. Граф G.

Независимые множества графа

Подмножество S множества вершин V графа G называется независимым множеством графа G, если выполняется условие S ( N(S) ( (, т.е. любые две вершины из S несмежны. Если S – независимое множество, то любое его подмножество также является независимым. Поэтому представляет интерес задача нахождения в графе максимальных независимых множеств, т.е. таких, которые не являются собственными подмножествами никаких других независимых множеств.

Независимое множество, имеющее наибольшую мощность среди всех независимых множеств графа G, называют наибольшим независимым множеством, а его мощность называют числом независимости графа G и обозначают символом ((G).

Примером задачи нахождения наибольшего независимого множества является известная задача о восьми ферзях, в которой надо расставить на шахматной доске наибольшее число ферзей так, чтобы ни один из них не находился под ударом другого. Наибольшее независимое множество графа, представляющего шахматную доску, как определено выше, покажет, на какие клетки надо поставить ферзей.

Рассмотрим один из способов нахождения в графе всех максимальных независимых множеств.

Пусть G – заданный граф с произвольно упорядоченным множеством вершин V ( {v1, v2, … , vn}. Рассмотрим последовательность подграфов G1, G2, … , Gn, порожденных подмножествами V1, V2, … , Vn, где Vi = {v1, v2, … , vi}, i = 1, 2, … , n. Пусть S i = {S1i, S2i, … ,
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} – совокупность всех максимальных независимых множеств графа Gi. Преобразуем S i следующим образом. Для каждого Sji (j = 1, 2, … , n) получим множество

S( ( (Sji \ N(vi ( 1)) ( {vi ( 1}.

Если в S i найдется такой элемент Sli, что Sli ( S(, то Sli в S i заменяем на S(. Если найдется такой элемент Sli в множестве S i, что S( ( Sli, то S i не изменяем. В остальных случаях S(  добавляем в множество S i в качестве нового элемента.

Нетрудно убедиться, что в результате таких преобразований множество S i превращается в S i ( 1 – совокупность всех максимальных независимых множеств графа Gi ( 1. Действительно, все S1i, S2i, … ,
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 являются независимыми множествами для Gi ( 1. Множество S( является также независимым. Все поглощаемые множества удаляются, так что остаются только максимальные. То, что S i ( 1 содержит все максимальные независимые множества графа Gi ( 1, легко доказывается от противного. Пусть S(( – максимальное независимое множество графа Gi ( 1, не полученное в результате описанных преобразований. Но тогда S(( \ {vi ( 1} является максимальным независимым множеством графа Gi, которого нет в S i, что противоречит определению множества S i.

Начиная от S 1 ( {{v1}}, выполним цепочку таких преобразований, в результате чего получим S п ( S – совокупность всех максимальных независимых множеств графа Gn ( G.

Для графа, изображенного на рис.6.1, имеем следующую последовательность результатов применения описанного преобразования, где последняя строка представляет совокупность всех максимальных независимых множеств:

S 2 ( {{v1}, {v2}};

S 3 ( {{v1, v3}, {v2}};
S 4 ( {{v1, v3}, {v1, v4}, {v2, v4}};
S 5 ( {{v1, v3}, {v1, v4, v5}, {v2, v4, v5}};
S 6 ( {{v1, v3, v6}, {v1, v4, v5}, {v1, v4, v6}, {v2, v4, v5}, {v2, v4, v6}};
S 7 ( {{v1, v3, v6}, {v1, v4, v5}, {v1, v4, v6}, {v2, v4, v5}, {v2, v4, v6}, {v5, v7}}.

Иногда требуется найти одно, но наибольшее независимое множество. Можно для этого получить все максимальные независимые множества и из них выбрать наибольшее. Тогда интересно знать, сколько всего может быть максимальных независимых множеств в графе с п вершинами.  Известно, что это число выражается следующими формулами, где k – некоторое положительное целое число:

2 · 3k – 1, если п = 3k – 1;

3 · 3k – 1, если п = 3k;

4 · 3k – 1, если п = 3k + 1.

Экстремальным графом для случая п = 3k является показанный на рис.6.2 несвязный граф, компонентами которого являются треугольники. Для случая п = 3k – 1 или п = 3k + 1 один из треугольников заменяется соответственно на изолированное ребро или полный четырехвершинный граф.
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Рис.6.2. Экстремальный граф для максимальных независимых множеств

Рассмотрим другой способ нахождения одного наибольшего независимого множества, не требующий получения всех максимальных независимых множеств, число которых может быть слишком большим.

Вершинным покрытием графа G = (V, E) называется такое множество В ( V, что каждое ребро из Е инцидентно хотя бы одной вершине из В. Очевидно, что если В – вершинное покрытие, то V \ B – независимое множество. Вершинное покрытие наименьшей мощности в графе G является его наименьшим вершинным покрытием. Ясно, что если В – наименьшее вершинное покрытие, то V \ B – наибольшее независимое множество.

Чтобы найти наименьшее вершинное покрытие в графе G, достаточно покрыть столбцы его матрицы инцидентности минимальным количеством ее строк. Матрица инцидентности графа на рис.6.1 имеет следующий вид:
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Строки v1, v3, v5 и v7 составляют кратчайшее покрытие этой матрицы. Множество вершин {v1, v3, v5, v7} является наименьшим вершинным покрытием данного графа. Следовательно, {v2, v4, v6} – одно из наибольших независимых множеств. Оно присутствует в решении предыдущего примера.

Нахождение наибольшего независимого множества – довольно трудоемкая задача. Поэтому иногда довольствуются получением максимального независимого множества, по мощности близкого к наибольшему. Одним из способов решения такой задачи является чередование следующих двух операций: 1) выбор вершины с наименьшей степенью в качестве элемента искомого множества и 2) удаление выбранной вершины из графа вместе с окрестностью. В результате может получиться наибольшее независимое множество, однако, как видно на примере графа, приведенного на рис.6.3, это бывает не всегда. Действительно, в качестве первой вершины для включения в решение может быть выбрана вершина v3. Тогда вслед за ней в решение включаются вершины v5 и v7. Мощность полученного таким образом множества на единицу меньше мощности наибольшего независимого множества {v1, v4, v6, v9}.
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Рис.6.3. Граф для демонстрации получения независимого множества

Подграф графа G, порождаемый его независимым множеством является пустым подграфом, т.е. множество его ребер пусто. В графе(G, который является дополнением графа G, это же множество порождает полный подграф, т.е. подграф графа(G, в котором все вершины попарно смежны в графе(G. Полный подграф называют еще кликой. Таким образом, задача нахождения полных подграфов, или клик, и задача нахождения независимых множеств в некотором графе являются двойственными по отношению друг к другу.

7. РАСКРАСКА ГРАФА 

Постановка задачи

Раскраской некоторого графа G = (V, Е) называется такое разбиение множества вершин V на непересекающиеся подмножества V1, V2, … , Vk, что никакие две вершины из одного и того же Vi (i = 1, 2, … , k) не смежны. Считается, что вершины, принадлежащие одному и тому же подмножеству Vi, выкрашены при этом в один и тот же цвет i. Задача состоит в том, чтобы раскрасить вершины графа G в минимальное число цветов, которое называется хроматическим числом графа и обозначается ((G).

Задача раскраски графа имеет много приложений в различных областях человеческой деятельности. К задаче раскраски сводятся составление расписания занятий в учебном заведении, распределение оборудования на предприятии, выбор расцветки проводов в сложных электрических схемах и многие другие практические задачи. Например, при минимизации числа ячеек памяти вычислительной машины для хранения промежуточных результатов в процессе выполнения программы можно построить граф, вершины которого соответствуют промежуточным результатам вычисления и две вершины связаны ребром, если и только если соответствующие величины нельзя хранить в одной и той же ячейке. Хроматическое число данного графа представляет минимум упомянутых ячеек.

Иногда ставится задача раскраски ребер графа G = (V, Е), где требуется получить такое разбиение множества ребер Е на непересекающиеся подмножества Е1, Е2, … , Ер, что ни одна пара ребер из одного и того же Еi (i = 1, 2, … , р) не имеет общей инцидентной вершины. Данная задача сводится к раскраске вершин. Для этого надо построить реберный граф L(G) графа G. Вершины графа L(G) соответствуют ребрам графа G, и две вершины графа L(G) связаны ребром, если и только если соответствующие ребра графа G имеют общую инцидентную вершину в G. Раскраска ребер графа G соответствует раскраске вершин графа L(G).

Метод раскраски графа

Очевидно, всякое множество одноцветных вершин графа является независимым множеством. Поэтому получить минимальную раскраску можно следующим образом: 1) найти все максимальные независимые множества; 2) получить кратчайшее покрытие множества вершин графа максимальными независимыми множествами и 3) удалить некоторые вершины из элементов полученного покрытия, добившись того, чтобы в каждая вершина входила в одно и только в одно из выделенных независимых множеств. Для графов, число независимых множеств которых невелико, этот способ является приемлемым. Однако, как показывает оценка, приведенная в предыдущей главе, это число для некоторых графов может оказаться настолько большим, что данный способ вообще не сможет быть реализован. Существует немало методов раскраски, не использующих задачу покрытия и получающие точно минимальное число цветов, но и их применение существенно ограничено размерностью задачи.

Рассмотрим один из методов раскраски графа, который не гарантирует получения минимума цветов, но дает раскраску, близкую к минимальной, а во многих случаях совпадающую с ней.

Процесс раскраски графа G = (V, Е) представляет собой последовательность шагов, на каждом из которых выбирается вершина и раскрашивается в определенный цвет. Текущая ситуация характеризуется следующими объектами: k – число задействованных цветов; А – множество еще не раскрашенных вершин; В1, В2, … , Вk – совокупность подмножеств множества вершин V, такая что Bi (i = 1, 2, … , k) содержит те и только те вершины из множества А, которые нельзя раскрасить в i-й цвет. Необходимо выделить следующие два случая:

1) Имеется вершина v ( A такая, что v ( Bi для всех i = 1, 2, … , k.

2) Имеется вершина v ( A и цвет i такие, что v ( Bi и N(v) ( A ( Bi.

В первом случае вершину v надо красить в (k + 1)-й цвет, удалить ее из множества А и из всех множеств Bi, где она была, сформировать множество Вk + 1 и увеличить k на единицу. Если таких вершин несколько, из них выбирается та, для которой множество Вk + 1 имеет максимальную мощность.

Во втором случае вершину v надо красить в i-й цвет, удалить ее из множества А и из всех множеств Bj, где она была.

Во всех остальных случаях из множества А выбирается вершина v и цвет i такие, что v ( Bi и приращение ((Bi( мощности множества Bi минимально среди всех пар v, Bi (v ( A, i = 1, 2, … , k). Вершина v удаляется из А  и из всех Bj, где она была, и красится в i-й цвет. Выполнение описанных действий повторяется до тех пор, пока множество А не станет пустым.

В начальной ситуации А = V, k = 0 и имеет место случай, близкий к первому. То есть следует выбирать вершину с максимальной степенью и красить ее в цвет 1, а множество В1 будет составлять ее окрестность.

Продемонстрируем применение данного метода на примере графа, изображенного на рис.7.1.
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Рис.7.1. Раскрашиваемый граф

Получим следующие результаты выполнения последовательности шагов.

Шаг 1: {v1}; B1 = {v2,v6,v8,v10}. (1-й случай: v2 ( B1).

Шаг 2: {v1}, {v2}; B1 = {v6,v8,v10}, B2 = {v4,v5}. (2-й случай: N(v8) = ().

Шаг 3: {v1}, {v2,v8}; B1 = {v6,v10}, B2 = {v4,v5}.

Шаг 4: {v1,v7 }, {v2,v8}; B1 = {v3,v6,v10}, B2 = {v4,v5}.

Шаг 5: {v1,v7 }, {v2,v3,v8}; B1 = {v6,v10}, B2 = {v4,v5,v6}. (1-й случай: v6 ( Bi, i = 1, 2).

Шаг 6: {v1,v7}, {v2,v3,v8}, {v6}; B1 = {v10}, B2 = {v4,v5}, B3 = {v9}.

Шаг 7: {v1,v7}, {v2,v3,v8}, {v5,v6}; B1 = {v10}, B2 = {v4}, B3 = {v4,v9}. (2-й случай: N(v10) ( A ( B3).

Шаг 8: {v1,v7}, {v2,v3,v8}, {v5,v6,v10}; B1 = (, B2 = {v4}, B3 = {v4,v9}.

Шаг 9: {v1,v4,v7}, {v2,v3,v8}, {v5,v6,v10}; B1 = {v9}, B2 = (, B3 = {v9}.

Шаг 10: завершение работы с результатом {v1,v4,v7}, {v2,v3,v8,v9}, {v5,v6,v10}.

Полученная раскраска для данного графа является минимальной, т.к. хроматическое число графа ((G) не может быть меньше числа вершин его наибольшей клики, а на рис.7.1 видны клики, состоящие из трех вершин.

Описанный способ дает возможность иногда делать заключение о том, что полученная раскраска является минимальной. Назовем шаги, выполненные в первом и втором случаях, «хорошими», а в остальных случаях – «сомнительными». Если в процессе раскраски выполнялись только хорошие шаги, то очевидно, полученная раскраска является минимальной. Если приходилось выполнять сомнительные шаги, то так утверждать нельзя, но по соотношению между количествами хороших и сомнительных шагов можно судить о близости полученной раскраски к минимальной.

Иногда можно получить раскраску графа, минимальную или близкую к минимальной, с помощью т.н. «жадного» алгоритма, где на каждом шаге в текущий цвет раскрашивается как можно больше вершин. Желательно для этого брать наибольшее независимое множество. Раскрашенные вершины удаляются из графа, вводится новый цвет, в него раскрашивается опять как можно больше вершин, и так далее до тех пор, пока множество вершин графа не станет пустым. Однако есть пример графа, для которого число цветов, полученное при такой раскраске, может отличаться от минимального на сколь угодно большую величину(. Рассмотрим неограниченную последовательность деревьев Т1, Т2, … , Тi, … , начало которой изображено на рис.7.2. Дерево Т1 состоит из трех вершин и двух ребер. Дерево Ti получается из Ti – 1 присоединением к каждой вершине Ti – 1 двух смежных с ней вершин. Наибольшее независимое множество дерева Ti  составляют все вершины, не принадлежащие Ti – 1. Число цветов, получаемое при раскраске дерева Ti данным способом, равно i + 1, хотя ясно, что всякое дерево можно раскрасить в два цвета.
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Рис.7.2. Деревья, раскрашиваемые «жадным» алгоритмом

Бихроматические графы

Граф G называется k-хроматическим, если ((G) = k. Очевидно, пустые и только пустые графы являются 1-хроматическими. Особый класс составляют бихроматические графы, т.е. такие, у которых ((G) = 2.

Теорема Кёнига. Непустой граф является бихроматическим тогда и только тогда, когда он не содержит циклов нечетной длины.

Допустим, что G = (V, E) – связный бихроматический граф. Это не нарушает общности, т.к. в случае несвязного графа последующие рассуждения можно провести для каждой его компоненты в отдельности. Пусть V 1 и V 2 – множества вершин графа G, раскрашенных соответственно в цвета 1 и 2. Всякое ребро соединяет вершину из V 1 с вершиной из V 2. Следовательно, всякая цепь, начинающаяся и оканчивающаяся в одном и том же множестве V i (i = 1, 2), имеет четную длину. Пусть теперь G – связный граф, не имеющий циклов нечетной длины. Возьмем любую вершину v из графа G. Сформируем множество V 1 из вершин, отстоящих от v на четном расстоянии в графе G, и множество V 2 из всех остальных вершин. Ни одна пара вершин из V 2 не связана ребром. Действительно, если имелось бы ребро vivj ( E, у которого vi ( V 2 и vj ( V 2, то цикл, составленный из цепи, соединяющей v с vi, ребра vivj и цепи, соединяющей vj с v, имел бы нечетную длину, что противоречит условию.

Очевидно, всякий двудольный граф, имеющий хотя бы одно ребро, является бихроматическим, т.к. любая доля двудольного графа представляет собой независимое множество.

Бихроматичность графа легко установить, используя способ последовательной раскраски. Для этого произвольно выбирается вершина v и красится в цвет 1. Вершины ее окрестности N(v) красятся в цвет 2, неокрашенные вершины из окрестностей вершин, принадлежащих N(v), красятся в цвет 1, и т.д. В результате либо граф раскрашивается в два цвета, либо на каком-то шаге смежные вершины оказываются окрашенными в один и тот же цвет, что говорит о том, что граф не является бихроматическим.

8. ОБХОДЫ ГРАФА 
Эйлеровы цепи и циклы

Началом теории графов считается работа Л.Эйлера, опубликованная в 1736 г., в которой он решил задачу о кёнигсбергских мостах. На протекающей через город Кёнигсберг реке Прегель расположены два острова, которые были соединены семью мостами между собой и с берегами реки. Эйлер задался целью определить, можно ли, гуляя по городу, обойти все семь мостов, пройдя каждый из них ровно один раз. Для этого он сформулировал следующую задачу: в заданном связном графе (или мультиграфе) выделить цикл, содержащий все ребра данного графа. В исходной задаче острова и берега соответствуют вершинам графа, а проходы по мостам представлены ребрами. Соответствующий мультиграф изображен на рис.8.1. Эйлер показал, что в данном случае задача решения не имеет.





Рис.8.1. Мультиграф кёнигсбергских мостов

Цикл, содержащий все ребра графа, носит название эйлерова цикла. Цепь, содержащая все ребра графа, называется эйлеровой цепью.

Теорема Эйлера. Связный неориентированный граф имеет эйлеров цикл тогда и только тогда, когда степени всех его вершин четны. В связном неориентированном графе существует эйлерова цепь тогда и только тогда, когда он имеет не более двух вершин с нечетной степенью.
Граф, имеющий эйлеров цикл, называется эйлеровым графом. 

Алгоритм Флёри поиска эйлерова цикла в эйлеровом графе заключается в построении последовательности ребер, определяющей искомый цикл. При этом должны выполняться следующие правила.

1) Идем из некоторой вершины по ребру и удаляем каждое пройденное ребро, помещая его в получаемую последовательность. Начальная вершина выбирается произвольно.

2) Отправляясь из очередной вершины, никогда не идем по ребру, удаление которого делает граф несвязным.

Если граф имеет две вершины с нечетной степенью, то поиск эйлеровой цепи следует начинать, отправляясь от одной из этих вершин, и заканчивать в другой. При этом следует выполнять те же правила, что и при поиске эйлерова цикла.

Обобщением задачи Эйлера является известная задача китайского почтальона, которая имеет приложение, например, при проверке электрических сетей и ставится следующим образом. Каждому ребру ei графа G приписывается положительный вес с(ei) (расстояние). Требуется найти маршрут, проходящий через каждое ребро графа G по крайней мере один раз и такой, что сумма величин nic(ei), где ni – число прохождений ребра еi, минимальна. Если граф является эйлеровым, то любой такой маршрут представляет собой эйлеров цикл, а данная сумма одинакова для всех эйлеровых циклов и является суммой весов всех ребер.

Гамильтоновы цепи и циклы

Цикл называется гамильтоновым, если он проходит каждую вершину графа ровно один раз. Другими словами, это остовный цикл графа. Гамильтоновой цепью называется цепь, проходящая каждую вершину графа ровно один раз. Граф, содержащий гамильтонов цикл, называется гамильтоновым графом.

На первый взгляд задача нахождения гамильтонова цикла в графе сходна с задачей нахождения эйлерова цикла. На самом же деле эти задачи принципиально различны. Для распознавания гамильтоновости графа не существует такого простого способа, как для распознавания эйлеровости графа. Поиск гамильтонова цикла или гамильтоновой цепи в графе значительно более трудоемкий, чем поиск эйлерова цикла или эйлеровой цепи. 

Рассмотрим один из способов построения гамильтонова цикла в графе.

Пусть вершины заданного графа пронумерованы в произвольном порядке: v1, v2, … , vn. Для каждой вершины vi сформируем список смежных с ней вершин, расположив вершины в списке в произвольном порядке. Искомый цикл будет представлен в виде последовательности вершин С. В качестве отправной возьмем первую в порядке нумерации вершину v1 и объявим ее первым элементов получаемой последовательности С. К вершине v1 припишем вершину vj, первую в списке v1, в результате чего получим С = (v1, vj). Обратимся к списку vj, выберем из него первую вершину vk, не присутствующую в последовательности С, и, присоединив ее к С, получим С = (v1, vj, vk). Затем обратимся к списку vk и проделаем то же самое и т.д. Пусть получена последовательность С = (v1, vj, vk, … , vq, vr) и в списке vr нет вершин, не содержащихся в С. Тогда делаем шаг назад и в списке vq выбираем вместо вершины vr следующую по порядку вершину. Если и там такой вершины нет, делаем еще шаг назад и обращаемся к списку предшествующей вершины и т.д. В результате либо получаем искомую последовательность, либо, возвращаясь к списку v1, обнаруживаем, что он оказывается исчерпанным. В этом случае граф не имеет гамильтонова цикла.

Продемонстрируем описанный процесс на примере графа, изображенного на рис.8.2. Данный граф можно задать перечислением списков окрестностей вершин:

v1: v2, v4, v5, v6;

v2: v1, v3, v4, v5;

v3: v2, v4, v5;

v4: v1, v2, v3, v6;

v5: v1, v2, v3;

v6: v1, v4.

Сначала получаем последовательность С = (v1, v2, v3, v4, v6) с тупиковой вершиной v6, в списке которой нет вершин, не присутствующих в данной последовательности. Шаг назад приводит к последовательности С = (v1, v2, v3, v4). В списке вершины v4 также нет вершин, не присутствующих в последовательности С. Возвращаемся к С = (v1, v2, v3) и получаем С = (v1, v2, v3, v5). Затем получаем последовательности с тупиковыми вершинами С = (v1, v2, v4, v3, v5), С = (v1, v2, v4, v6) и, наконец, последовательность С = (v1, v2, v5, v3, v4, v6, v1), которая представляет искомый гамильтонов цикл. На рис.8.2 выделены ребра, принадлежащие полученному гамильтонову циклу.










v3







v5









v4









 
  v2






v1









 v6

Рис.8.2. Граф с гамильтоновым циклом

Таким же способом можно построить гамильтонову цепь.

Обобщением задачи поиска гамильтонова цикла является известная задача коммивояжера, которая состоит в том, что в заданном графе с взвешенными ребрами надо найти маршрут, проходящий через каждую вершину не менее одного раза и обладающий минимальной суммой весов ребер среди всех таких маршрутов.

Кратчайшие пути в графе

Задан связный граф G = (V, E) с ребрами, взвешенными действительными положительными числами. В данном случае вес ребра e = vivj будем считать его длиной l(e) = l(vivj). Требуется найти цепь с минимальной длины, соединяющую две заданные вершины в графе G, т.е. такую цепь, для которой величина 
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Для решения этой задачи можно применить алгоритм  Форда, который заключается в следующем. Пусть в графе G надо найти путь от вершины v1 к вершине vn. Каждой вершине vi ( V припишем индекс ((vi). При этом положим ((v1) ( 0 и ((vi) ( + ( для i ( 1.

На каждом шаге алгоритма отыскивается ребро vivj, для которого ((vi) – ((vj) ( l(vivj), и индекс ((vi) заменяется на (((vi) = ((vj) + l(vivj). Повторение таких шагов продолжается до тех пор, пока найдется хотя бы одно ребро, для которого выполняется данное неравенство.

В результате выполнения данной процедуры длина кратчайшего пути будет равна ((vп). Сам путь надо строить, начиная с вершины vп и двигаясь к вершине v1. При этом всякий раз надо выбирать такую вершину vi после вершины vj, что ((vi) – ((vj) = l(vivj).

Пусть в графе на рис.8.3 требуется найти кратчайший путь из вершины v1 к вершине v8. Возле каждого ребра показана его длина. Покажем изменение индексов вершин:

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8
_________________________________

0

(

(

(

(

(

(

(


1

10

6

11

14

9

16











13



15

Длина кратчайшей цепи в данном графе 15. Двигаясь от вершины v8 к вершине v1, подходим сначала к вершине v6, т.к. ((v8) – ((v6) = l(v6v8) = 2. Следуя тому же правилу, проходим вершину v5 и затем вершину v2. На рис.8.3. выделены ребра, принадлежащие найденному пути.
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Рис.8.3. Граф со взвешенными ребрами и выделенным кратчайшем путем

9. ПЛАНАРНЫЕ ГРАФЫ

Определения

Граф укладывается на некоторой поверхности, если его можно так нарисовать на этой поверхности, что никакие два ребра не будут иметь общей точки, кроме, возможно, общей вершины. На таком рисунке ребра графа изображаются линиями, а вершины – точками. Граф называется планарным, если его можно уложить на плоскости.

Плоский граф – это граф, уложенный на плоскости. Очевидно, каждый планарный граф изоморфен некоторому плоскому графу. При проектировании печатного монтажа для электронной схемы возникают задачи определения планарности графа, разложения графа на планарные подграфы, а также укладки планарного графа на плоскости.

Гранью плоского графа называется область плоскости, ограниченная ребрами, любые две точки которой могут быть соединены линией, не пересекающей ребра графа. Каждый плоский граф имеет единственную неограниченную грань, которая называется внешней. Все остальные его грани являются внутренними. На рис.9.1 изображен плоский граф, имеющий три грани: f1 и f2 – внутренние грани, f3 – внешняя грань.
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Рис.9.1. Плоский граф

Теорема Эйлера. Для всякого связного плоского графа, имеющего п вершин, т ребер и f граней имеет место соотношение п – т ( f ( 2.

Действительно, для дерева имеем: т = п – 1 и f = 1. Следовательно, данная формула для дерева верна. Увеличивая число ребер в графе на некоторую величину при сохранении числа вершин, мы увеличиваем число граней на ту же величину. Следовательно, соотношение сохраняется. Оно называется формулой Эйлера.

Простейшие непланарные графы

На рис.9.2 изображены полный граф K5 и полный двудольный граф K3,3, которые являются простейшими непланарными графами. Нетрудно убедиться, что удаление любой вершины или любого ребра превращает их в планарные графы.





Рис.9.2. Простейшие непланарные графы

Граф K5 представляет задачу о пяти соседях: можно ли от каждого из пяти соседних домов проложить дорожки ко всем остальным четырем домам так, чтобы эти дорожки не пересекались?

Граф K3,3 можно использовать для решения задачи о трех домах и трех колодцах, которая ставится следующим образом. Имеется три дома и расположенные неподалеку три колодца. Можно ли проложить от каждого дома дорожки во всем трем колодцам так, чтобы эти дорожки не пересекались?

Приводимое ниже утверждение дает отрицательные ответы на оба эти вопроса.

Теорема Понтрягина-Куратовского. Необходимым и достаточным условием непланарности графа является любое из следующих условий: 1) в графе можно выделить пять вершин, каждая из которых связана цепью с любой другой из них, причем все эти цепи не пересекаются по ребрам; 2) в графе можно выделить два множества, состоящие из трех вершин каждое, так, что каждая вершина одного множества связана цепью со всеми вершинами другого множества, причем все эти цепи не пересекаются по ребрам. Другими словами, планарный граф не должен иметь подграфов вида, изображенного на рис.9.2, где каждое ребро может быть заменено простой цепью.

Раскраска планарных графов

Двойственный граф G* по отношению к плоскому графу G строится следующим образом. Внутри каждой грани графа G поместим вершину графа G* и каждому ребру е графа G отнесем ребро графа G*, которое соединяет его вершины, помещенные на гранях, имеющих общее ребро е в графе G. Пример двойственного графа показан на рис.9.3, где его ребра представлены тонкими линиями.








Рис.9.3. Плоский граф и его двойственный граф

Раскраска граней плоского графа, при которой соседние грани раскрашиваются в различные цвета, эквивалентна раскраске вершин его двойственного графа. Таким образом, раскраску географической карты можно свести к раскраске графа. Долгое время существовала гипотеза четырех красок, утверждавшая, что всякий плоский граф можно раскрасить не более чем в четыре цвета. Было много безуспешных попыток ее доказать. В настоящее время считается, что данное утверждение доказано с помощью вычислительной машины. Для этого сначала были найдены 1482 конфигурации и показано, что если в максимальном планарном графе подграф вида такой конфигурации раскрашивается в четыре цвета, то и сам граф раскрашивается в четыре цвета. В 1976 году с помощью мощной вычислительной машины все графы, изоморфные таким конфигурациям, приблизительно за 2000 часов машинного времени были раскрашены в четыре цвета.
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( Данный пример взят из книги: А.А.Зыков. Теория конечных графов. – Новосибирск: Наука, Сибирское отделение, 1969. – 544 с.
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